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空間群 P 1 における楕円体の最密充填 
 






要  旨 
 空間群 P 1（三斜晶系）に属する単位格子内に 1 個の楕円体をもった場合の最密充填構造を，マイクロソ
フト社製 Excel と VBA を使って調べた．最大充填率 74.05％を与える 16 種の楕円体が存在する．これらの
楕円体は異なった接触環境にあり，いずれも 12 個の楕円体と接触している．接触環境は格子軸の変換によっ
て特定の接触環境に変えることができる．接触環境を層の積み重ねからみると，積み重ね方に 2 つのタイプ
がある．第 1 のタイプは層内において 6 個の楕円体と接触した楕円体が上の層と下の層とでそれぞれ 3 個の





 昭和 20 年代後半，パチンコゲームが大衆娯楽の市民権
を確立しようとした頃，遊技者の獲得した玉を数える道
具として，図 1 に示すような菱形の枡を使い，例えば，
38 個の球を数える場合，先ず枡の側壁に沿って 10 個の
球を並べる．次に，並べた球の列に沿って現われる凹ん
だ部分に隙間のないように順次はめ込み，2 列目の球を
10 個並べる．同様にして 3 列目，4 列目と並べて行き，
最後の 4 列目を満たすには 2 個足りないことから球数が 











図 1 パチンコ玉の数を数える枡 
なり，その周期は x 方向と y 方向のいずれも球の半径の















て繰り返す．図 3 は 3 層積み重ねたときの様子を示した




















 図 4 に示す平行六面体を三斜晶系に属する格子と捉え，
単位格子の格子軸をベクトル a，b，c とし，軸長を a，b，
c で表し，b と c，c と a，a と b のなす軸角をそれぞれ
α，β，γで表す．図 4 に示した球の配列の場合，軸
長は全て球の半径の 2 倍となり，軸角は全て 60°とな
る．ここで，球の半径を r とすると，単位格子の体積




 図 5 は，球が互いに接している部分の断面図で，左図
は層内で球の接触する断面を表し，右図は層間で接触す
る断面を表している．X，Y，Z は球 O の中心に原点を
もつ直交系の座標軸で，ab 面に垂直に Z 軸をとり，X 軸
とY軸は ab面内にありX軸は aに平行である．ここで，














ている．右図中，円 C は Z＝d に中心をもつ上層の球の
切断面を，また，これら以外の円は Z＝0 に中心をもつ
球の切断面を表している．層内接触断面において円 O は
周りの 6 個の円と接触し，周りの 6 個の円も互いに接触
している．格子の断面積に対する球の断面積の比は
90.69％と極めて高い密度を示している．このことより層
内では，球 O が周りの 6 個の球と極めて密に取り囲まれ
ていることが分かる． 
 次に，層間接触断面（Z＝d/2 の面）では，Z＝0 に中
心をもつ球は，Z＝d に中心をもつ上の層の 3 個の球で挟


















図 5 層内の球の接触断面(左図)と層間の接触断面（右図） 実線の菱形はいずれも接触断面における格子
の切断面である．C は上層の球の切断面を，B は空孔を表す． 
 












 同じ配向をもつ楕円体が，x 軸，y 軸，z 軸方向に沿っ
てそれぞれ a，b，c の周期で互いに接触して連なってい
るものとする．この配列から得られる単位格子の格子軸
を表すベクトルを a，b，c とし，格子の軸長を a，b，c，
軸角をα，β，γで表す（図 6 参照）．また，楕円体の
中心を格子の原点に置くと，楕円体自身に対称心を有し
ていることからこの楕円体の作る構造は空間群 P 1 に属
する．この空間群のもつ対称要素は対称心のみで，その














  εo＝Ax 2＋By 2＋Cz 2＋2Dxy＋2Eyz＋2Fzx－1＝0 
(1) 
ここに，A，B，C，D，E，F は楕円体を表す定数であ
る．この楕円体に対して，x 方向，y 方向，z 方向にそれ
ぞれ p，q，r，だけ平行移動した楕円体の式を次のよう
に表わす． 
  ε＝A(x－p)2＋B(y－q)2＋C(z－r)2＋2D(x－p) 
×(y－q)＋2E(y－q)(z－r)＋2F(z－r)(x－p)
－1＝0                (2) 
これら 2 つの楕円体が接触するための条件は次式で与え
られる 1)． 



















図 7 空間群 P 1 における対称要素 〇は対称心を表す。 




 x 方向，y 方向，z 方向に連なる楕円体がそれぞれの方
向で互いに接触していることから，楕円体εo に対して，
x 方向に a だけ平行移動した楕円体ε(a, 0, 0)との接点
は，x＝a/2，y＝z＝0 で与えられる対称心の位置と一致
する．したがって 2 つの楕円体が接触する条件は(3)式よ
り Aa 2＝4 となり，A＝(2/a)2を得る．同様に，y 方向に
b だけ平行移動した楕円体ε(0, b, 0)との接点は，y＝
b/2，x＝z＝0 で与えられる対称心の位置と一致し，接触
条件は Bb 2＝4 となり，B＝(2/b)2を得る．また，z 方向




ず接触するという条件を入れると，A, B, C の値は格子
定数の軸長 a，b，c によって定まり，(3)式は次のよう
に書き換えられる． 
  (2/a)2p 2＋(2/b)2q 2＋(2/c)2r 2＋2Dpq＋2Eqr 
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4 番目の楕円体としてε(a, b, 0)を選ぶならば，楕円体
εoとの接点は x＝a/2，y＝b/2，z＝0 で与えられる対称
心の位置であり，接触条件は，(4)より Dab＝-2 を得る．
また，4 番目に接触する楕円体にε(-a, b, 0)を選ぶな
らば，楕円体εoとの接点は x＝a/2，y＝b/2，z＝0 であ
り，接触条件は，(4)より Dab＝2 を得る．楕円体の回転
に寄与するパラメータの 1 つである D は Dab として，2
≧Dab≧-2 の範囲内で値を選ぶことにする．E，F につ
いても同様に，E は Ebc としてε(0, b, c)とε(0, -b, 
c)とから 2≧Ebc≧-2 の範囲内を，また，F は Fca とし
て，2≧Fca≧-2 の範囲内選ぶことにする．楕円体の回転
に寄与するパラメータ D,E,F は，2≧Dab，Ebc，Fca





れについて-2～2 までの値を 64 等分し，65×65×65 組の
値について最大の充填率を与える組を探した．主たる計
算は VBA で行い，計算結果は Excel の Sheet 上に表示
した．計算に要した時間は 10 分以内であった（プロセッ







立方最密構造と同じ 74.05％であった．表 2 に最大充填





る 4 組を Type 1 とし，Dab＝0，Ebc＝Fca＝|2|を与え
る 4 組を Type 2，Ebc＝0，Dab＝Fca＝|2|の 4 組を Type 
3，Dab＝Ebc＝|2|，Fca＝0 を与える 4 組を Type 4 と
した．更に，各 Type の 4 組にはⅰ，ⅱ，ⅲ，ⅳを付し，
16 種の楕円体について Type 1-ⅰから Type 4-ⅳまで名
付けた． 
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 表 3 は，一般的な三斜晶系に属する格子の計算例を示







 表 4 は球の最密充填を与える格子定数の場合で，格子
定数が a＝b＝c＝8Å，α＝β＝γ＝60°と特殊な例であ
る．このため解となる楕円体は 11 種類に減少した．特に，









えば，Type 1-ⅰと Type 1-ⅱの接触環境の違いをみる
と，前者のε(a, -b, 0）とε（-a, 0, c）がそれぞれ






















  a’＝a, b’＝b, c’＝c, 
  α’＝α, β’＝180-β, γ’＝180-γ 
この軸変換によって接触する楕円体のうちε(a, b, 0) 
とε(a, 0, c）がそれぞれε(-a, b, 0）とε(-a, 0, c）
に変り，対称心の関係にある楕円体を考慮すると Type 
1-ⅰと同じ接触環境に変わる． 
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 同様に，Type 1-ⅲは，b’＝-b によって，変換後の格
子定数は次のように与えられ， 
  a’＝a, b’＝b, c’＝c, 
  α’＝180-α, β’＝β, γ’＝180-γ 
この軸変換によって接触する楕円体のうちε(a, b, 0)
とε(0, b, c）がそれぞれε(a, -b, 0）とε(0, -b, c）
に変り，対称心の関係にあるものを考慮すると Type 1-
ⅰと同じ接触環境に変わる． 
 また，Type 1-ⅳは，c’＝-c によって，変換後の格子
定数は次のように与えられ， 
  a’＝a, b’＝b, c’＝c, 
  α’＝180-α, β’＝180-β, γ’＝γ 
この軸変換によって接触する楕円体のうちε(a, 0, c）
とε(0, b, c）がそれぞれε(a, 0, -c）とε(0, b, -c）
に変り，対称心の関係にあるものを考慮すると Type 1-
ⅰと同じ接触環境に変わる．同様の軸変換を Type 2，





軸と c 軸を a’＝c，c’＝a のように交換すると格子定数
は次のように与えられる． 
  a’＝c, b’＝b, c’＝a, 
  α’＝γ, β’＝β, γ’＝α 
この軸変換によって接触する楕円体のうちε(a, 0, 0)，
ε(0, 0, c)，ε(a, -b, 0)，ε(-a, b, c）は，それぞ
れε(0, 0, a)，ε(c, 0, 0)，ε(0, -b, a)，ε(c, b, 
-a）に変り，対称心の関係にあるものを考慮すると Type 
2-ⅰと同じ接触環境に変わる． 
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 Type 4-ⅰは b 軸と c 軸を b’＝c，c’＝b のように交
換すると格子定数は次のように与えられる． 
  a’＝a, b’＝c, c’＝b, 
  α’＝α, β’＝γ, γ’＝β 
この軸変換によって接触する楕円体のうちε(0, b, 0)，
ε(0, 0, c)，ε(a, - b, 0)，ε(a, - b, c）がそれぞ
れε(0, 0, b)，ε(0, c, 0)，ε(a, 0, - b)，ε(a, c, 







 表 6(b)に示すように，格子軸のうち 1 軸を対角方向に
採るような軸変換の場合，単位格子の形に変化が現れる．
まず，Type 2-ⅰの場合，1 軸を a’＝-a＋c に採り，他
の 2 軸については元の b’＝b，c’＝c を採った場合，
変換後の格子軸は次のように与えられる． 
  a’＝|-a＋c|，b’＝b, c’＝c, 
  α’＝α, β’＝cos-1[(-a･cosβ＋c)/a’], 
  γ'＝cos-1[(-a･cosγ＋c･cosα)/ a’] 
ここに，|-a＋c|はベクトル-a＋c の絶対値を表し，この
ベクトルの大きさは次のように与えられる． 
  |-a＋c|＝(a2＋c2－2 a c･cosβ)1/2 
この格子定数に対して表 5 に示す 6 個の接触楕円体ε(a, 
0, 0)，ε(0, b, 0)，ε(0, 0, c)，ε(-a, 0, c)，ε(0, 
-b, c)，ε(-a, -b, c）は，それぞれε(-a’, 0, c’)，
ε(0, b’, 0)，ε(0, 0, c’)，ε(a’, 0, 0)，ε(0, 
-b’, c’)，ε(a’, -b’, 0）に変り，Type 1-ⅰと同
等の接触環境を得る． 
 また，Type 3-ⅰの場合，格子軸を b’＝a－b に採り，
他の 2 軸を元の軸のままにすると，変換後の格子定数は
次のように与えられる 
  a’＝a，b’＝|a－b|，c’＝c, 
  α’＝cos-1[(a･cosβ－b･cosα)/b’], β'＝β, 
  γ'＝cos-1[(a－b･cosγ)/ b’] 
ここに，|a－b|はベクトル a－b の絶対値で，このベク
トルの大きさは次式で与えられる． 
  |a－b|＝(a2＋b2－2a b･cosγ)1/2 
この格子定数に対する Type 3-ⅰにみられる接触楕円体
ε(a, 0, 0)，ε(0, b, 0)，ε(0, 0, c)，ε(a, -b, 0)，
ε(-a, 0, c)，ε(-a, b, c）は，それぞれε(a’, 0, 0)，
ε(a’, -b’, 0)，ε(0, 0, c’)，ε(0, b’, 0)，ε
(-a’, 0, c’)，ε(0, -b’, c’）に変り，Type 1-
ⅰと同等の接触環境を得る． 
 同様に，Type 4-ⅰの場合，格子軸を c’＝b－c に採
り，他の 2 軸を元の軸のままにすると，変換後の格子定
数は次のように与えられる 
  a’＝a，b’＝b，c’＝|b－c|, 
  α’＝cos-1[(b－c･cosα)/c’], 
  β'＝cos-1[(b･cosγ－c･cosβ)/c’], γ'＝γ 
ここに，|b－c|はベクトル b－c の絶対値で，このベクト
ルの大きさは次式で与えられる． 
  |b－c|＝(b2＋c2－2 b c･cosα)1/2 
この格子定数に対する Type 4-ⅰにみられる接触楕円体
ε(a, 0, 0)，ε(0, b, 0)，ε(0, 0, c)，ε(a, - b, 0)，
ε(0, - b, c)，ε(a, - b, c) はそれぞれε(a’, 0, 0)，
ε(0, b’, 0)，ε(0, b’, - c’)，ε(a’, - b’, 0)，
ε(0, 0, c’)，ε(a’, 0, c’）に変り，軸変換によっ
て Type 1-ⅰと同等の接触環境を得る． 





Type 1 に見られる 4 つの接触環境と Type 2，Type 3，




 4 で述べたように楕円体の接触環境が，Type 1 に属す
るものと他の Type 2，Type 3，Type 4 に属するものと
は独立したものと考え，この違いを楕円体の作る層の積




b 軸の作る平面に平行な層を表し，bc-層は b 軸と c 軸の





 Type 1-ⅰの充填を ab-層の重なりから楕円体の接触
をみると，層内では表 7 に示した 3 個の楕円体とこれら 
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図 8 Type 1-ⅰの ab 層でみた楕円体の接触断面． 実線枠は接触断面における格子の切断面である。C およ
び C1～3は上の層にある楕円体の切断面を，B は空孔を表す。 
 
と対称心によって関係づけられるε(-a, 0, 0)，ε(0, -b, 
0)，ε(-a, b, 0）の 3 個の計 6 個の楕円体のいずれと
も接触している（図 8(a)参照）．層間では表 7 に示した
上の層にある 3 個とこれらと対称心で関係づけられる下


















内では表 7 に示した 3 個と，これらと対称心で関係づけ
られるε(0, -b, 0)，ε(0, 0, -c)，ε(0, b, -c）の 3
個の計 6 個の楕円体で囲まれ，更に，層間ではこれも表
7 に示した上の層の 3 個と，これらと対称心で関係づけ
られる下の層のε(-a, 0, 0)，ε(-a, b, 0)，ε(-a, 0, 
c）で挟まれていることが分かる（表 7 参照）． 
 同様に，ca-層の積み重ねから楕円体の接触をみると，
層内では表 7 に示した 3 個と，これらと対称心で関係ず
づけられるε(-a, 0, 0)，ε(0, 0, -c)，ε(a, 0, -c)
との 6 個で囲まれ，更に，層間ではこれも表 7 に示した
上の層の 3 個と，これらと対称心で関係づけられる下の
層のε(0, -b, 0)，ε(a, -b, 0)，ε(0, -b, c)で挟ま
れていることが分かる（表 7 参照）．以上のことより，
Type 1-ⅰでは，層の積み重ねからみた場合，何れの層
からみても，層内では 6 個，層間では上の層の 3 個と下




 次に，Type 2-ⅰの場合，bc-層および ca-層の重なり
からみた楕円体の接触は，Type 1-ⅰと同様に層内では
6 個の楕円体と，また，層間では上層の 3 個とこれらと
対称心で関係づけられる下層の 3 個とで接触している
（表 7 参照）．しかし，ab-層の重なりから楕円体の接
触をみると，層内では表 7 に示した 2 個にこれらと対称
心によって関係づけられるε(-a, 0, 0)，ε(0, -b, 0)
の 2 個の計 4 個の楕円体と接触して囲まれている（図
9(a)参照）．層間では表 7 で示した上の層にある 4個と
これらが対称心で関係づけられる下の層のε(0, 0, -c)，
ε(a, 0, -c)，ε(0, b, -c)，ε(a, b, -c）で挟まれ
ていることが分かる．図 9(b)は上の層との層間接触断面
を表しており，C1，C2，C3，C4で表した楕円はそれぞれ









 Type 3-ⅰを bc-層の重なりから，また Type 4-ⅰを
ca-層の重なりからみると，Type 2-ⅰの ab-層の重なり
と同様に層内では 4 個の楕円体と接触し，層間では上層
で 4 個と下層で 4 個と接触している．しかし，Type 2-





























型と Type 2-ⅰの ab-層などでみられるように層内では
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Closest Packing of Ellipsoid in Space Group P 1 
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Abstract 
 The closest packing structure when having 1 ellipsoid in the unit cell which belongs to space group P 1 
(Triclinic system), was checked using Excel made by Microsoft Corporation and VBA. 16 kinds of 
ellipsoid to which the closest packing rate 74.05% is given exist. These ellipsoids contact with 12 
ellipsoids both in the different contact environments. It's possible to change the contact environment to 
the specific contact environment by a change in an axis of unit cell. When we look at the contact 
environments from stacking of layers, there are 2 types in stacking of layers. In the 1st type, the 
ellipsoid contacts with 6 ellipsoids in the layer and with 3 ellipsoids in an upper layer and a lower layer 
respectively. In the second type, the ellipsoid contacts with 4 ellipsoids in the layer and with 4 ellipsoids 
in an upper layer and a lower layer respectively.  
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